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RESUMEN

En este trabajo demostramos el siguiente resultado: Sea M una variedad compacta sin
puntos conjugados. Entonces el flujo geodésico es expansivo si y solamente si el recubri-
miento universal M de M satisface la condicién de unicidad.

Palabras clave: Variedades, geodésicas, puntos conjugados, expansividad, condicién de

unicidad.

ABSTRAC

In this thesis we demonstrate the following result: Let M be a compact manifold
without conjugated points. Then the geodetic flow is expansive if and only if the universal
covering M of M satisfies the uniqueness condition.

Key words: Manifolds, geodesics, conjugate points, expansivity, uniqueness condition.
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Introduccion

Estudiar la dindmica del flujo geodésico de una variedad riemanniana usando propie-

dades geométricas del comportamiento de las geodésicas en el recubrimiento universal de
la variedad con la métrica inducida, resulta sumamente atractivo, Ruggiero nos propor-
ciona varios trabajos al respecto, ver [8], [9] o [10], entre otros.
Recordemos que el flujo geodésico de una variedad es una familia de difeomorfismos ¢y,
del fibrado tangente en si mismo, asociados a un pardmetro real de modo que si § = (p, v)
es un punto del fibrado tangente, entonces () = (7,(t),7,(t)), donde v, es la tnica
geodésica de modo que v,(0) = p y 7/ (0) = v. Para mayores detalles ver Do Carmo [6].

Por otro lado, si M es una variedad riemanniana, M su recubrimiento universal y ¢,
su flujo geodésico, decimos que ; es expansivo si existe una constante € > 0 tal que para
cada v € TM, se tiene la siguiente propiedad: Si para w € T'M existe una aplicacion

continua sobreyectiva p : R — R, con p(0) = 0 tal que

d(@t(”)? Po(t) (w)) <e

para cada t € R, entonces existe tg € R de modo que ¢y, (v) = w, donde d es la distancia
de Hausdorff.

Los flujos geodésicos expansivos son una generalizacién de flujos geodésicos de tipo Anosov
que son flujos en donde el espacio tangente al fibrado tangente de la variedad admiten en
todo punto, una descomposicién en subespacios llamados de estable, inestable y central,
para mayores detalles al respecto ver Anosov [1]

Un ejemplo de tales flujos son en variedades de curvatura seccional negativa, como es
conocido, el flujo geodésico es Anosov y por ende es expansivo, caso contrario existirian
dos orbitas cuya distancia de Hausdorff es acotada y por ende existirian dos geodésicas

diferentes en el recubrimiento universal cuya distancia es acotada, luego por el teorema



de la faja plana (ver [4] para mayores detalles) estas delimitarian una faja plana, luego
en esta ”’ifaja, las geodésicas son rectas, esto implicara que el flujo geodésico no podria

ser tipo Anosov.

Es importante indicar que la no existencia de puntos conjugados, implica que el recu-
brimiento universal de la variedad de dimensiéon n es difeomorfa a R™, lo que permite
tener importantes propiedades geométricas en relacion a geodésicas, para mayores de ta-

lles ver Do Carmo [6]

En este trabajo se estudia la expansividad del flujo geodésico en una variedad sin puntos
conjugados en relacién a la distancia entre geodésicas del recubrimiento universal de va-
riedad con la métrica inducida, se prueba que con las condiciones dadas, el flujo geodésico
es expansivo si y solo si en el recubrimiento universal no existen geodésicas bi-asintoticas,
esto es, no existen geodésicas cuya distancia de Hausdorff sea acotada, esta condicion es

llamada como la condicion de unicidad.

En otras palabras demostramos el siguiente teorema dado por Ruggiero [10] en su articulo

FEzxpansive Dynamics and Hyperbolic Geometry.

Teorema
Sea M una variedad compacta sin puntos conjugados. Entonces el flujo geodésico es ex-
pansivo si y solamente si el recubrimiento universal M de M, con la métrica induci-

da,satisface la condicion de unicidad.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Variedades Diferenciales

En este capitulo damos conceptos basicos sobre Geometria riemanniana como son la
métrica riemanniana y la conexion riemanniana, este iltimo concepto no es nada mas que
una forma de derivar en relaciéon con la métrica.

En lo que va de este trabajo M denotara una variedad diferenciable n dimensional.
Recuerde que M es una variedad diferenciable si es un espacio topolégico de Hausdorff
con base numerable con una familia de homeomorfismos (llamado atlas) X, : Uy C R" —

Vi C M, con X\ € I, de modo que:
1. La familia {V); A € I'} es un cubrimiento de M

2. Para cualesquiera a y A € I con V,, NV} # ¢, el cambio de coordenadas X, o X!

es diferenciable
3. El atlas {(Uy, Xa), A € I} es méximo en relacién a las condiciones anteriores.

Las aplicaciones X, : Uy C R" — V), C M son llamadas parametrizaciones.

Dados p € My X : U C R" — M una parametrizaciéon de p, T,M denotard el espacio
tangente a M en p y {%(p), . %(p)} la base de T,M asociada a la parametrizacién

X, donde, a%i(p) = quEi>7 con X(q) =p

Recuerde que un campo de vectores Y de M es una funcién que asocia a cada punto



de p de M un vector tangente Y (p) de T,M. El campo de vectores Y es diferenciable si
respecto a cualquier parametrizacién sus coordenadas locales son funciones diferenciables.
Por otro lado, un campo de vectores diferenciables Y puede ser visto como una funcion
que asocia a cada funcion diferenciable f : M — R otra funcién diferenciable Y f : M — R

definida por
Y f(p) = df,Y (p)

Lo que motiva la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.1 Sean X, Y dos campos diferenciables de vectores de una variedad
diferenciable M. Entonces existe un unico campo de vectores [X, Y] de modo que para

cualquier funcion diferenciable f : M — R, [X,Y]f=XYf-YXf

El campo [X, Y] es llamado de corchete. Para mayores detalles ver [7]

1.1.1. El Fibrado tangente

El fibrado tangente de M se define como
TM ={(p,v); peM, veTl,M}

Es facil probar que el fibrado tangente es una variedad diferenciable de dimension 2n.
En efecto, sea m : TM — M la proyeccién natural, esto es 7(p,v) =p 'y X :U C
R™ — V € M una parametrizacién de M, entonces X : U x R* — 7~ 1(V) dada por
X(q,u) = (X(q),dX,u), es una parametrizacién de TM cuyo cambio de coordenadas est4

dado por

1.2. Meétrica riemanniana

En esta seccidén estudiaremos métricas riemannianas sobre variedades diferenciables.

Definicion 1.2.1 Una Métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M™ es una
regla de correspondencia diferenciable que asocia a cada punto p € M un producto interno

(,)p en el espacio tangente T,M



Decir que la correspondencia es diferenciable, quiere decir que si para cualesquiera para-
0

,awn

metrizacion X : U CR" - M y {a%(q) (q)} la base asociada a la parametrizacién

X con ¢ = X(x1,...1,), entonces las funciones g¢;; : U — R definidas por

gij(l”l, CTy) = <8?U1 (Q)a %(Q»q

son funciones diferenciables en U.

Una variedad diferenciable con una métrica riemanniana es llamada de variedad rieman-

niana.

A continuacién damos dos ejemplos de variedades riemannianas
Ejemplo 1.2.1 FEl espacio hiperbolico
H" = {(x1,...,2,) € R"x, >0}

con la métrica hiperbdlica definida por: Sip = (x1,...x,) y v, w son dos vectores tangen-

tes al espacio hiperbolico en p entonces (v, w), = x%v.w

n

Ejemplo 1.2.2 El espacio proyectivo real P™(R)

La aplicacion antipoda

A 85" —= S
es una isometria. Si denotamos por 7w : S™ — P™(R) la proyeccion, esto es, m(p) = [p],
donde [p] = {p, —p} es la clase de equivalencia de p, entonces es facil probar que 7 es una

submersion por lo que si v, w € Tj, P"(R) entonces existen vectores vy, wy € T,S™ tales

que dm,v; = vy dm,w; = w. Luego se define la métrica

(v, W) = (v1,w1)p

Afirmacion: La métrica esta bien definida

En efecto: Como [p] = {p, —p}, entonces existen vq, wy € T_,5™ tales que dr_,vs = vy
drn_p,ws = w. Como A(p) = —py moA = 7, luego usando el hecho que A es una isometria,
se prueba que

dApvl = V2 qu’LUl = W2



Por lo tanto,

(v, W) = (Va2, wa)—p = (dAvy, dAw1) Ay = (V1,W1)p

Terminamos esta seccién enunciando un teorema cuya demostracion puede ser encontrada

en [7]
Teorema 1.2.1 Una variedad diferenciable M tiene una métrica riemanniana

En el fibrado tangente de una variedad riemanniana, existe una subvariedad muy impor-
tante a nuestros propoésitos como es el Fibrado Unitario denotado por 11 M y definido
por

M = {(p,v) e TM; o] =1}

Para probar que es una subvariedad del fibrado tangente, es solo observar que la funcion
f:TM — R dada por f(p,v) = ||v||* es una funcién diferenciable que tiene a 1 como un
valor regular y como Ty M = f~1(1), esto implica que el fibrado unitario es una subvariedad

diferenciable de T M de dimensién 2(n — 1)

1.2.1. Espacios de recubrimientos

Para terminar esta secién, damos la definiciéon de recubrimiento universal.
Sean M y M dos variedades diferenciables, una aplicacion © : M — M es una aplicacion
de recubrimiento si para todo punto p € M, existe un abierto V' de M (llamado de

vecindad distinguida) tal que

donde los abiertos U, son disjuntos dos a dos, de modo que 7 : U, — V es un homeomor-
fismo.
Un recubrimiento 7 : M — M, es llamado de recubrimiento universal si M es un espacio

simplemente conexo.

Teorema 1.2.2 Toda variedad diferenciable M conexa, admite un recubrimiento univer-

sal7r:]\/4\—>M
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Para mayores detalles sobre la teoria de recubrimientos ver Limal[5]

Por otro lado, si M es una variedad riemanniana y 7 : M — M un recubrimiento universal
de M, podemos introducir una métrica en M en funcién de la métrica de M , llamada de
métrica inducida.
En efecto: Sean p € M y U, w e Tp]\/i\ dos vectores tangentes, entonces la métrica <, > en
M se define como
< v, w Zp= (dmpv, dew)Tr(p)

En la siguiente seccion definimos la conexion riemanniana de una variedad riemanniana

que no es nada mas que una especie de derivada que satisface propiedades en funcién de

la métrica riemanniana.

1.3. Conexion riemanniana.

Denotemos por x(M) y por D(M) a los conjuntos de los campos diferenciables de M

y de las funciones diferenciables de M respectivamente.

Definicion 1.3.1 Una conexion afin V en una variedad diferenciable M es una aplica-
cion que asigna a cada dos campos de vectores diferenciables de M un campo de vectores
diferenciables, esto es,
Vi x(M) x x(M) — x(M)
(X,)Y) — VyY
y que cumple las siguientes propiedades:
1. VixygvZ = fVxZ +gVyZ

2. Vy(Y +2Z)=VxY +VxZ

5 V() = [VxY + X())Y
donde X, Y, Z e x(M) y f, g€ D(M)

Por otro lado si ¢ : I — M es una curva diferenciable y V' es un campo a lo largo de
¢, entonces se puede probar que existe una correspondencia que asocia a V' otro campo
vectorial denotado por % llamado de Derivada Covariante de V' a lo largo de ¢ y que

ademds cumple lo siguiente:

11



1L 2(v4+Ww)=2v 4 2w
2. 2(fv)y=4v 4 fLv

3. SiV = X(c(t)) donde X € xM, entonces

D
—‘/ = ;7 c X
dt %(X)

Para una demostracién de esta afirmacién ver [7]

Si X, Y € x(R"), entonces una conexién afin de R™ es dada por
VxY(p) = dY,[X(p)]

Sean S es una superficie regular de R?, X, Y € x(S) y X, Y sus extensiones a R?, entonces

la conexién V de S definida por
VxY = (VxY)"

Donde (VxY)T denota la parte tangente de VxY con respecto a S.
Respecto a esta conexion, no es dificil probar que la derivada covariante de un campo
de vectores a lo largo de una curva diferenciable de S, es la proyeccién ortogonal de la

derivada usual del campo sobre el plano tangente a S, esta afirmacién serda demostrada

posteriormente.
/ )
; A%
PR AN X(a(t)
1;“$ -, a(t)

Figura 1.1: Derivada covariante en superficies

12



Por otro lado, si consideramos X : U C R" — M una parametrizacion de p € M

con coordenadas locales (xy,...z,) vy por simplicidad denotemos %(q) por 0;(q) o por
simplemente 0; cuando no haya peligro de confusién, entonces podemos expresar V,0;

en términos de la base asociada {0y : k: 1,...n}, esto es,

Vo, 0j = Y Tk
k=1

entonces si Z y Y son dos campos de vectores diferenciables con

Z:Xn:z,&, Yzzn:y]@j
i=1 Jj=1

usando las propiedades de la conexién afin V, se tiene que

VY =Y O zyTh + Z(yk)ok (1.1)

koij
Las funciones Ffj son llamados de Simbolos de Christoffel respecto a la parametriza-

cion X

La ecuacién dada nos permite dar ejemplos de conexiones afines. En efecto, es suficiente
considerar ejemplos de funciones definidas en una vecindad coordenada como simbolos de

Christoffel en variedades diferenciables.

En un espacio euclideano los campos constantes se caracterizan obviamente por tener
la derivada nula, y siendo la derivada covariante la que realiza la funcién de derivada en
una variedad riemanniana, la definicién de campos paralelos a lo largo de una curva surge

naturalmente.

Definicion 1.3.2 Sea V una conexion afin de M. Decimos que un campo vectorial V a

lo largo de una curva o : I — M es un campo paralelo si %V(t) =0 para todo t € 1.

Con las notaciones de la definicion, si Vy € T,,,) M, entonces no es dificil probar que existe
un tnico campo paralelo V a lo largo de a de modo que V() = V4. Para una demostracién
de esta afirmacién, se considera un sistema de coordenadas de p y se usa el hecho que

%V(t) = 0 para todo t € I para obtener un sistema de n ecuaciones diferenciables.

13



Definicion 1.3.3 Sea M una variedad riemanniana. Decimos que una conezion afin V

es compatible con la métrica si

d D D
SNV = (VW) + (V. oW(), tel

Un resultado que se deriva facilmente de esta definicion es el siguiente:

Teorema 1.3.1 Una conexion V es compatible con la métrica si y solo si
Un resultado equivalente a este es el siguiente:

Teorema 1.3.2 Una conexion V es compatible con la métrica si y solo si para cuales-
quiera par de campos paralelos P y P' a lo largo de una curva diferenciable cualquiera c

se tiene que (P(c(t)), P'(c(t)))er) = constante.

Demostracion

La necesidad es trivial.

Para la suficiencia. Considera una base ortonormal {pi,...p,)} de T,y M con ty € I. Por
la observacién de campos paralelos, sea P; con ¢ = 1,...n el Gnico campo paralelo a lo
largo de ¢(t) tal que P;(ty) = p;. Por hipdtesis {P;(t),... P,(t)} es una base ortonormal
de Top M.

Ahora si denotamos por V =" v, P y por W =Y. w;P;, entonces (V,W) = > v;,.w;.

Luego:
(%, W) +(V, W> = ;[sz‘ + Uz‘ﬁ] = %[; Ui W]
Lo que implica que:
DV DV d

Para que una conexién afin tenga un comportamiento similar a la derivada real, es nece-

sario introducir el concepto de conexién simétrica.

Definicion 1.3.4 Decimos que una conexion V en M es simétrica con la métrica si

VxY — VyX = [X,Y] para todo X, Y € x(M)

14



Para una mejor comprension de conexién simétrica, consideremos un sistema de coorde-
nadas locales X : U C R" — M y entonces Vy,0; — Vy,0; = [0;,0;] = 0.
Por lo que:

Vo,0; = Vo, 0

Recuerde que 0; = %(q) = dXye;

La demostracion del siguiente resultado puede ser encontrada en Do Carmo [7]

Teorema 1.3.3 (Levi-Cevita.) Sea M una variedad riemanniana. Entonces eziste una

unica conexion riemanniana V en M, esto es, simétrica y compatible con la métrica.

Observacion

Sean M una variedad riemanniana de dimensién n + & y M una subvariedad diferenciable
de M de dimensién n. A través de la inclusién i : M — M inducimos una métrica
riemanniana sobre M llamada de métrica inducida.

Esto quiere decir que:

T,M = T,M & [T,M]*

donde [T, M]* es el complemento ortogonal de T,M en TpM :

Sea V la conexién riemanniana de M. Si X , Y son campos locales de vectores de M
v X, Y sus extensiones locales a M respectivamente, entonces denotemos por [7YY]T la
parte tangente de VY a M.

Luego es facil probar que la conexién riemanniana V de M es:
VXy - [vy?]T ]

Si nuevamente consideramos a S como una superficie regular de R?* y X, Y son campos
de vectores diferenciables de S con X, Y sus extensiones a R3.

Entonces:

ViY = VxY + [VxY]*

donde [VxY]* es la componente ortogonal de VxY y teniendo en cuenta que,

Y (p) = dY ,[X(p)]

15



concluimos entonces que VY (p) es la proyeccién ortogonal de dY ,[X (p)] sobre T},

Para terminar con este capitulo exhibiremos una férmula sobre los simbolos de Chris-
toffel.
En un sistema de coordenadas de una variedad riemanniana M, los simbolos de Christoffel

se relacionan por la siguiente ecuacion:
Vo, 0; = Z T0k
por un calculo se obtiene que
ZF 8 n 0 0 ]
zjglk a gjk’ a gk‘l axk .gl]

Si (g*™) denota la matriz inversa de (ggm), luego obtenemos que:

0 0 0
©] §k :[a.'lflg]k + axjgkl axkglj]g (12)

Como una aplicacion de esta formula determinaremos los simbolos de Christoffel del
espacio hiperbdlico H3.
Si tomamos como coordenadas locales a la identidad, entonces en el punto p = (z,y, 2)

de H?, usando la férmula anterior obtenemos que:

1
F%l =0, F21 =0 F11 -
z
F%z =Y, F%2 =0, F?z -
r=-1 -0 T%=0
13 — Z’ 13 — Y 13 —
1 2 3 1
F22 =0, 1122 =Y, F22 = ;
1 _ 2 __1 3
F23 - 07 1—‘23 - Z’ F23 - 0

16



1
F§3:0, F§3:07 F§3: p

De la ecuacion 1.1, obtenemos que:

1
Vs,01 = (0,0, ;)

Va,02 = (0,0,0)
1

vC()1a3 = <_;707O)
1
v62a2 - (0707 ;)
1
V3283 - (O, —;,O)
1

V.03 = (0,0, —
033 (772)

Y entonces, si X y Y son campos diferenciables de H?, de la 1ltimas ecuaciones, usando

las propiedades de conexién, podemos determinar explicitamente VxVY n

Generalizando, consideremos el espacio hiperbélico de dimensiéon n, denotado por H"

cuya métrica es dada por:

%

i = 2
donde F(xy,x9,...,2,) = Ty.

Si ademas definimos la funcion f de modo que:
logF = f
entonces usando la formula de los simbolos de Christoffel, por un calculo obtenemos que:
FZ’ = —0ifi — Orifj + Oirfr
Luego podemos concluir lo siguiente:
1. Ffj = 0 si los tres indices 7, j y k son diferentes.
2. F?L:j = —f; si por lo menos dos de los indices son iguales.

3. T/, = f; si por lo menos dos de los indices son iguales.

17



4. ng = —f; si por lo menos dos de los indices son iguales.
5. It = —f; si por lo menos dos de los indices son iguales.

Este calculo permite conocer explicitamente la conexién riemanniana del espacio hiperbdli-
co.

Para mayores detalles sobre el espacio hiperbdlico ver Spivak [11]

18



Capitulo 2

Geodésicas.

2.1. Campo geodésico: Flujo geodésico

En esta seccién definimos el concepto de geodésicas de una variedad riemanniana que
son curvas que minimizan distancia localmente, esto es para puntos muy cercanos de
esta curva, la distancia entre ellos estd dada por la longitud del segmento de la curva
comprendido entre ellos.

En el caso de superficies regulares de R?, las geodésicas son curvas regulares de modo que
su segunda derivada es perpendicular al plano tangente de la superficie, en tal sentido ,
por ejemplo, las geodésicas de una esfera son sus circulos maximos. Una buena exposicion

sobre geodésicas en superficies regulares puede ser encontrada en Do Carmo [6]

Definicion 2.1.1 Una curva parametrizada vy : [a,b] — M es una geodésica en ty € [a, b]

Dd’y:

si 5o = 0. 51 7 es una geodésica para todo t € [a,b], entonces decimos que 7y es una

geodésica.

Siy:[a,b] — M es una geodésica, entonces:

i<d_7 d_7> _ <21 d_7> _
ot o’ ot’  Totot’ ot'

Por lo que |¥/(t)| = cte para todo t € [a,b], lo que implica que el pardmetro de una
geodésica es proporcional a la longitud de arco. Cuando esta constante es igual a 1 deci-

mos que la geodésica estd parametizada por longitud de arco (o estd normalizada).

Expresaremos ahora una geodésica en coordenadas locales.
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Si X : U — M, es un sistema de coordenadas y v : [a, b] — una curva parametrizada, que
sin pérdida de generalidad supondremos que 7([a,b]) C X (U)

Entonces,
V() = X (@1 (t), - - - wa(t))

Luego v es una geodésica si y solo si

D dy
815 815

. dlL'k

_ Zd Lk %V i
- o2 6’xk — Ot YO Oy

A’z g dridx; 0
— pk Gidliy 9
Z( o2 +Z o ot o

k=1 1,j=1

Por lo tanto, tenemos un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden:

y dwidr;
L dt dt

7]7

d?z, N Z 2 dmi%

ij=1 v dt dt (2.1)

n dz; dxj B
dt2 +Z Mot dt

7J_ J

Por la teoria de las ecuaciones diferenciables, este sistema tiene solucién tnica con condi-

ciones iniciales (x1(0),...z,(0) y (£7(0),...2.(0))

n

Teorema 2.1.1 Sean M wuna variedad riemanniana p € M y v € T,M. Entonces existe

una unica geodésica vy : I — M de modo que v(0) =p y~'(0) =v

Demostracion

En efecto: Sea X : U € R?> — M una parametrizacién de p.
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Entonces v se expresan en coordenadas como (z9. ... a9 0 ... 2%) respectiva-
1> 9 1 )

mente, esto es
p=X(" ... ,2%), v =dX0 J%)(v?,...,xo)

7,

El sistema 2.1 tiene tnica solucién (x1(t),...x,(t)) con condiciones iniciales

(21(0),...2,(0)) = (29,...,2°), (27(0),...2,(0)) = (+9,...,22)

Luego, es suficiente definir v(t) = X ((z1(t), ... 2,(t)))m

En el caso de superficies regulares, una forma de determinar geodésicas es intersectando
la superficie con planos perpendiculares a este. Por ejemplo, en un cilindro recto, al in-
tersectar con planos perpendiculares a este, se obtienen circulos o rectas generatrices, que

son geodésicas del cilindro recto.

Por otro lado, en el plano hiperbélico H?, con respecto la parametrizacién identidad,

en el punto (z,y), por un célculo directo, sus simbolos de Christoffel son:

Fh = F%2 = Féz =0
1
==
Y
F%z = 32 =
y por consiguiente,
1
Vaﬁl - —82
Y
1
Valag - ——81
Y
1
vazaQ - __82
Y

Recuerde que 0; = % y que Oy = (%y.

Como la parametrizacién es la identidad, entonces 0; = e y Oy = e_g, esto implica que
una curva diferenciable de H? parametrizada por longitud de arco (respecto a la métrica
hiperbdlica) a(t) = (z(t),y(t)) es una geodésica si y solo si

D/ "2 2// 2
— 7 :x/l81+y//82+(‘r) a _ xyal_(y)

0
dt y °y

827
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teniendo en cuenta que 9; = (1,0), d, = (1,0), entonces tenemos el siguiente sistema:

n_ 2y
Yy

1\ 2 N2

Yy Yy

Si ' # 0, la primera ecuacién del sistema es equivalente a:

2Ly
x! Y
lo que implica que:
=’k

donde k es una constante. Como |/ ()| = 1, esto es (%,)2 + (Z;Q)Q = 1, entonces rempla-

zando el valor de 2’ en la ultima ecuacion, obtenemos

Y =y 1— k22

Luego:
Yy oy/1—k2 11—k
- y2k N yk
por lo que:
kyy
——— ==
V1= k2y?
integrando
k
/ dz = / S —
V1= K2y
Entonces:

1
(x —a) = —E\/l — k2y?

Lo que es equivalente a
1

=

Como y > 0, se sigue que v es un semicirculo ortogonal al eje E

(x—a)+y° =

Por otro lado si 2/ = 0, esto es, x = b, con b constante, entonces v es una semi rec-
ta ortogonal al eje 7. Podemos parametrizar esta semirecta como v(t) = (b, €"), por que
~ satisface el sistema en mencion.

Por lo tanto las tinicas geodésicas de H? son o semicirculos ortogonales al eje 7 0 semi-

rectas ortogonales al eje 7 m
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Otra forma de determinar geodésicas de H? es comprobando que el semi eje positivo
Y+ parametrizado por () = (0,€") con t > 0 es una geodésica. Se puede probar ficil-
mente que las isometrias llevan geodésicas en geodésicas (éstas estdn en funcién de los
simbdlos de Christoffel que son preservados por isometrias) y como las isometrias de H?
son transformaciones de Mobiiis, entonces la geodésica en mencién es llevada en semi

rectas ortogonales o semi circulos ortogonales al eje real.

Resulta también apropiado, estudiar geodésicas por variaciones de energia, esto es, si

a :[0,a] — M es una curva diferenciable, se dice que
h:(—€€) x[0,a] = M
es una variacion propia de « si
1. h(s,0) = a(s) para todo t € [0, a
2. h(0,t) = a(0) y h(a,t) = ala)

Si h solo satisface la condicion 1, simplemente se dice variacién de a.

Decimos que el campo variacional V' a lo largo de o es dado por:

Vi(s) = %h(s, 0)

Reciprocamente: Si tenemos un campo diferenciable V' (¢) a lo largo de una curva
a : [0,a] — M, entonces existe una variacién h : (—e¢,€) x [0,a] — M de « (propia si

V(0) =0y V(a) =0) de modo que V es su campo variacional.

Por otro lado, si tenemos en cuenta que, geodésicas minimizan distancia, esto es, la dis-
tancia entre dos puntos de una geodésica es la longitud de esta comprendida en dichos
puntos (por lo menos localmente) entonces, para toda variacién propia h de la geodésica
a, se tendria que las longitudes de las curvas s — h(s,t), con t fijo, son mayores o iguales
que la longitud de «, esto implica, que si definimos un funcional de longitud, éste eva-

luado en 0 tendria derivada 0, en otras palabras: Si « : [0,a] — M es una curva regular,
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h:(—€€) x[0,a] - M y V su campo variacional, entonces definimos L : (—¢,e) — R
dado por:
@0
L(t) = —h(s,t)||d
(0= [ I5zhts.Olds
note L(t) es la longitud de la curva s — h(s,t). Luego, si asumimos que la curva esta

parametrizada por longitud de arco, por un calculo, obtenemos que:
“ D oh
L'(0) = — ——,V(s))d
(0) /0<asas’ (s))ds

Y entonces es posible probar que « es una geodésica si y solo si para toda variacién propia

de a se tiene que

L'(0) =0

Anélogamente podemos estudiar geodésicas por el funcional energia F, esto es,

B = [l hls s

Proposicion 2.1.1 Una curva reqular « : [0,a] — M es una geodésica si y solo si para

toda variacion propia de h de « se tiene que:
E'(0)=0

De esta proposicién podemos definir una geodésica como puntos criticos del funcional
energia para toda variaciéon propia, en tal sentido, podemos decir que geodésicas son so-

luciones de un célculo variacional.

Finalmente, para terminar esta parte, resulta claro que se puede generalizar lo exhibi-
do anteriormente suponiendo que la curva « es diferenciable por partes, lo que implica
tener una variacion diferenciable por partes y campo variacional diferenciable por partes.
Luego, tendriamos también féormulas similares a las dadas.

Para una buena exposicién a la teorfa dada, ver Spivak[11]

2.2. El Campo Geodésico: La funcion exponencial

Siwv € T,M, es conveniente denotar por -, como la tinica geodésica de modo que 7,(0) = p
y 1(0) =v
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A continuacién, consideraremos el fibrado tangente de M que denotaremos por T'M.

Una curva diferenciable ¢ — (t) determina una curva t — (y(t), &) en TM.
Y entonces, del sistema de ecuaciones 2.1 tenemos que y(t) = X (x1, ... x,) es una geodési-

ca si y solo si

da
dt

:’Uk

doe (2.2)

k

%:—ZF%UM k=1,....,n
ij=1

Usando este sistema de ecuaciones, podemos definir localmente un campo G de T'M

denominado campo geodésico de M, esto es,

d

G(p,v) = E(%(t%%(t))\t:o

Teorema 2.2.1 Ezxiste un unico campo G en TM cuyas trayectorias son de la forma

t — (y(t),~'(t)), donde ~(t) es una geodésica

Demostracion.

Supongamos que el campo G existe, consideremos un sistema de coordenadas locales
X:U— M de M.

Las trayectorias de G son de la forma t — ((t),~/(t)) donde 7 es una geodésica, luego
satisface el sistema 2.1 y como este sistema tiene solucion tnica con condiciones iniciales,

concluimos que si este campo existe entonces es unico.

Para probar la existencia del campo, definimos el campo como en la observacion dada
antes del teorema y cubrimos T'M por vecindades coordenadas y usamos la unicidad del
campo en cada vecindad coordenada de T'M.

Concluimos que el campo G esta bien definido g

Por un resultado de ecuaciones diferenciales sobre campos de variedades podemos probar

la existencia de un flujo del campo G que es enunciado en el siguiente teorema:
Teorema 2.2.2 Seanp € M y X : U — M wun sistema de coordenadas de p. Entonces
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existe un abierto U de TM con (p,0) € U, § > 0, y una aplicacion diferenciable
e:(=0,0) xU—=>TM

de modo que @(t,q,v) es la unica trayectoria de G con ¢(0,q,v) = (q,v) para cada (q,v) €
U
Es posible considerar U = {(¢q,v) € TM;qeV C U, v € T,M, |v| < e} C TM, donde

V C U es una vecindad de p

Podemos observar que ¢(t,(q,v)) = (7,(t),7.(t)), donde 7, es la tnica geodésica con

7(0) =qy 7,(0) =v

Definicion 2.2.1 FEl flujo geodésico de M es la aplicacion
Vol TM — TM
definido por oi(p,v) = (1(t), 7. (t)) cont € (=6,0) para algin § > 0

Cuando el flujo geodésico ¢, esta definido para todo ¢ € R, decimos que la variedad M es
completa.
Si T1' M es el fibrado unitario de M y teniendo en cuenta que podemos considerar todas

las geodésicas parametrizadas por longitud de arco, entonces se puede considerar también
P - M —Ti1M

Por abuso de notacién, denotemos por ~(t,p,v) como 7,(t), esto es, y(t,p,v) es la
geodésica con condiciones iniciales (0, p,v) = p y 7'(t,p,v) = v. Entonces observe que si
m: TM — M es la proyecciéon natural, entonces

V(tapv ’U) - (7'(' © Sot)(p7 U)

Por lo tanto el teorema anterior puede ser reformulado como sigue:

Teorema 2.2.3 Dado p € M, existen abiertos V. .C M con p € V', nimeros positivos 9,
€ y una aplicacion C'™

v:(=0,0) xU— M

tales que la curva t — v(t,q,v) es la unica geodésica con v(0,t,v) = q y v (0,q,v) = v

para cada ¢ € V y cada v € T,M con |v| < e. U es dado por el teorema anterior.
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A seguir enunciamos el lema de la homogeneidad de una geodésica.

Lema 2.2.1 Si la geodésica ~(t,q,v) estd definida en (—0,0) , entonces la geodésica
)

a’a

~(t, q,av) con a > 0, estd definida en el intervalo (—2,2) y es tal que

v(t, g, av) = v(at, q,v)

Demostracion
La demostracién es bastante sencilla de probar una vez que (t, ¢, av) y ~y(at,q,v) son
geodésicas que pasan por ¢ y son tangentes a av, luego se aplica el teorema de existencia

y unicidad de geodésicasg

Usando los resultados anteriores podemos definir la siguiente aplicacion diferenciable

la que llamaremos de aplicacion exponencial.

Definicion 2.2.2 Seap e M yU CTM dado por el teorema 2.1.3. Entonces la aplica-
cion diferenciable exp : U — M definida por

v
exp(q,v) = (1, q,v) = (Jv],q, ‘U—|), (¢,v) €U
es llamada de aplicacion exponencial en U

Podemos restringir la funcién exponencial a un abierto de 7, M que sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que es una bola abierta de centro en el origen y de radio € la que de-
notaremos por B,(0). Esta restriccién la denotaremos por exp,, esto es, exp,v = exp(p, v).

En otras palabras

exp, : B.(0) c T,M — M

es definida como exp,(v) = v(|v], p,v).
Geométricamente exp,(v) es desplazarse |v| unidades a lo largo de la geodésica (¢, p, v).

Es facil de probar que existe un abierto V' C T,M de 0 de modo que (exp,)|,, es un

lv
difeomorfismo de V' sobre un abierto U de p en M. En esta situacién, llamaremos a U

como a una vecindad normal de p.
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Para ver esto, es solo observar que d(exp,)o es la funcién identidad de 7, M, luego es solo
aplicar el teorema de la funcién inversa.

Si la bola de centro en el origen y de radio € B.(0) C T,M estd contenida en V' entonces
a B.(p) = exp,B(0) se le denominara la bola normal (o geodésica) de centro en p y de

radio e.

Para mayores detalles sobre la funcién exponencial y sus propiedades ver Do Carmo

[7].

A continuacion enunciamos el lema de Gauss. La demostracion de este importante

resultado puede ser encontrado en Do Carmo [7]
Lema 2.2.2 Seanp € M yv € T,M de modo que exp,v esté definida. Siw € T,(T,M) =
T,M entonces

(d(exp,)yv, d(exp,),w) = (v, w)

geométricamente el lema de Gauss se puede interpretar como sigue:

Sea v(s) una curva de T,M con v(0) = v y tal que |v(s)| = |v|, esto es, la curva v(s)
pasa por v y esta en la esfera S(0, k) de centro en 0 de radio k = |v|.
Queda claro entonces que v'(s) es tangente a S(0, k) y ortogonal a v(s)
Note también que la curvas
t—tu(s) telo,1]
son ortogonales a la curva v(s) en t =1
Si denotamos por
f(t,s) = expptu(s)

vemos que para Sy fijo, la curvas t — f(t, sg) son geodésicas tales que:

of _ / of _
%(17 O) - (dexsz)vU (O) Y ot (17 0) - (dewpv)vv
Aplicando el lema de Gauss, vemos que:
of of _
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Por lo tanto, podemos afirmar que la frontera de B.(p), denotada por S¢(p) y denominada
de esfera normal, es ortogonal a las geodésicas que salen de p

Finalmente para terminar esta breve exposicién de geodésicas, enunciamos y demos-
tramos un importante teorema sobre minimizacion de geodésicas cuya demostracién puede

ser encontrada en [7].

Teorema 2.2.4 Sean p € M, U una vecindad normal de p y B C U una bola normal de
centro en p. Si 7y : [0,1] — B es un segmento de geodésica con v(0) =p yc:[0,1] — M
es cualquier curva diferenciable que une v(0) a (1), entonces

long(y) < long(c). Si la igualdad es vdlida, entonces v([0,1]) = ¢([0, 1)]

Demostracion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢[0,1] C B. Por hip6tesis exp, L es un

difeomorfismo en U, entonces

c(t) = exp,(r(t).v(t))

donde r : (0,1] — R es una funcién positiva diferenciable por partes y v : [0,1] — T,M

es una curva con |v(t)| = 1.

Una observacién obvia es la siguiente: Si para algun ¢y, € (0,1) se tiene que c(tg) = p,
entonces se estudia solo para c(t) con t € (to, 1], por lo que sin pérdida de generalidad

podemos suponer que c(t) # p, Vt € (0,1].

Si definimos
f(r,t) = exp,(r,v(t))

Entonces tenemos que

gc _ Of(r(t),v(t)) _ of , . Of
= = = - 2.3
ot ot ar O (23)
af @
Por el lema de Gauss, (8—{, a—{) = 0.
Pero las geodésicas estdn parametrizadas por longitud de arco, entonces |2 o I = 1.Y
entonces de la ecuacién anterior, concluimos que:
of
| |2 @7+ 15,17 = P OF (2.4)
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Integrando, obtenemos que:
L 9¢ 1 1
/ 15t > / ()| dt > / P (t)dt = (1) — r(e)
Como 7(1) es la longitud de 7, en el limite, obtenemos que

long(c) > long(v)

Si las longitudes son iguales, esto es, long(c) = long(y), entonces de la ecuacién 2.4 se
puede concluir que % =0, con lo que v(t) = constante.

Se concluye inmediatamente que ¢ es una reparametrizacién de ym
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2.3. Curvatura

La nociéon de curvatura fue introducida por Riemann en un contexto muy geométrico
que describimos a seguir:
Sea M una variedad riemanniana, p € M y S* un subespacio de dimensién 2 de T,M.
Considere todas las geodésicas que salen de p y que son tangentes a S. El conjunto de
segmentos geodésicos de tales geodésicas que se encuentran en una bola normal forman
una subvariedad de dimensiéon dos que denotamos por S, ahora es posible hablar de
curvatura de S en p.
Esta fue la curvatura considerada por Riemann y es una generalizacién de la curvatura

Gaussiana para superficies.

Definicion 2.3.1 La curvatura R de una variedad riemanniana M es una corresponden-

cia que asocia a cada par de campos de vectores X, Y € x(M) una aplicacion

R(X,Y) : x(M) — x(M)

dada por
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[Xy]Z.

Donde V es la conexién riemanniana de M. En el caso euclideano tenemos que R(X,Y)Z =
0 para todo X, Y y Z € M como era esperado.
Es importante indicar que la curvatura R de una variedad riemanniana es bilineal en

X(M) x x(M) y como operador curvatura R(X,Y") es lineal.

A continuaciéon daremos un rapido repaso sobre la nociéon y algunas propiedades im-
portantes de curvatura seccional de una variedad riemanniana.
Si M es una variedad riemanniana y p € M expresemos la norma del producto vectorial

de dos vectores vy w € T,M de la siguiente forma:

v xwll=vTvl? [[wl?—(v,w)?

Definicion 2.3.2 Dado un punto p € M y o un subespacio bidimensional de T,M, el
nimero K(v,w) = K(o) donde {v, w} es una base cualquiera de o y K(v,w) es definido

por:



es llamado de curvatura seccional de o en p

La siguiente proposicion indica que la curvatura seccional esta bien definida.

Proposicion 2.3.1 La curvatura seccional estd bien definida, esto es, si o un subespacio
bidimensional de T,M , entonces K(v,w) = K(z,t) para cualesquiera bases {v,w} y {z,t}

de o

La curvatura tiene interesantes interpretaciones geométricas, dentro de todas ellas, la
més importante radica en el hecho que la determinacién de K (o) para todo subespacio
vectorial (o) de dimensién 2 en T,M, determina completamente la curvatura R. Para
mayor informacion al respecto ver Spivak [11] o Do Carmo [7]

A continuaciéon enunciamos un lema cuya demostracién puede ser encontrada en Do

Carmo [7].
Lema 2.3.1 Sea M una variedad riemanniana y p un punto de M. Sea
R :T,M x T,M x T,M — T,M
un tensor definido por
(R (X, Y, W), Z) = (X, W)(Y, Z) = (Y, W)(X, Z)

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entonces M tiene curvatura seccional constante igual a

Ky si y solamente si R = KoR*, donde R es la curvatura de M.

A continuacién indicamos un resultado importante a nuestros objetivos:

Lema 2.3.2 Si f : U C R? — M es una superficie parametrizada con coordenadas (x,)

y stV =V(x,y) es un campo vectorial a lo largo de f, entonces se tiene que

D D D D of o

DD, DD Lof o
Oy Ox Ox Oy ox’ Oy

Para terminar con esta breve exposicién sobre curvatura, debemos indicar que a veces

es conveniente expresar el tensor curvatura como combinacién lineal de la base asociada

a una parametrizacién para facilitar los calculos a ser realizados que son expresados en
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términos de los simbolos de Christoffel.

Por ejemplo la curvatura seccional de H? es -1.

En efecto: Con respecto a la parametrizacién identidad de H? recuerde que 0; = el
Como

<R(817 82)817 a2> - <V32v(91 - v81 vazu 82>

y teniendo en cuenta que en el punto (z,y) € H?, los simbolos de Christoffel son:

Fil :F%Q = F;Q =0
1 1

F%lzgv F%2:F§2:_§

Por la proposicion 2.3.1 la curvatura seccional no depende de la base escogida, entonces
la curvatura seccional de H? es -1.
De hecho la curvatura seccional de H" es -1.

Para una buena exposicién sobre estas afirmaciones ver Spivak [11]

2.4. Campos de Jacobi

Los campos de Jacobi son campos a lo largo de una geodésica surgen naturalmente en
el estudio de la aplicaciéon exponencial y satisfacen una ecuacién diferencial de segundo
orden, entre otras cosas, estos campos sirven para determinar cuanto se apartan dos
geodésicas que salen de un mismo punto.

La teorfa expuesta en esta seccion puede ser encontrada detalladamente en Do Carmo [7]

Definicion 2.4.1 Sea M una variedad riemanniana y 7 : [a,b] — M una geodésica de
M. Un campo de vectores J a lo largo de v es un campo de Jacobi se satisface la ecuacion

D%J
dt?

+ R(Y (1), J(8))y'(t) = 0

La ecuaciéon dada es llamada también Ecuacion de Jacobi.

En términos de un sistema de coordenadas locales, es facil ver que esta ecuacién, local-
mente, es un sistema lineal de n ecuaciones diferenciales de segundo orden y por tanto
existen 2n campos de Jacobi linealmente independientes.

Si M es una variedad de curvatura seccional constante igual a -1 y W un campo paralelo
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unitario a lo largo de una geodésica v entonces el campo de jacobi J a lo largo de v con

condiciones iniciales J(0) =0y J'(0) = W(0) es dado por
J(t) = senh(t).W(t)
Si la curvatura es constante nula, entonces
J(t) =t.W(t)
y si la curvatura fuera constante igual a 1, entonces
J(t) = sen(t). W (t)

Por otro, lado un campo de Jacobi a lo largo de una geodésica v : [0,a] — M con
condiciones iniciales J(0) = 0 y J'(0) se puede expresar en términos de la aplicacién

exponencial, esto es,
J(t) = (dexpy )iy (0)(tJ'(0))

donde v(0) = p

2.4.1. Puntos conjugados

Si se tienen dos geodésicas que salen de un mismo punto y que se vuelven a encontrar,
teniendo en cuenta que campos de Jacobi miden cuanto se apartan dos geodésicas que
salen de un mismo punto, entonces se puede intuir que existe un campo de Jacobi que se
anula en dos puntos diferentes, a estos puntos se les denomina puntos conjugados y cuya

definicién damos a seguir.

Definicion 2.4.2 Sea v : [0,a] = M una geodésica. Decimos que y(to) es conjugado a
~v(0) a lo largo de ~y si existe un campo de Jacobi J, no nulo, a lo largo de vy de modo que

J(0) =0y J(ty) =0

En la esfera euclideana S™, las geodésicas son los circulos maximos de esta y como la
curvatura es constante igual a 1, del ejemplo dado anteriormente, un campo de Jacobi a

lo largo de una geodésica de S™ estd dado por

J(t) = sen(t).W(t)
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Y como J(0) =0y J(m) =0, esto implica que puntos antipodas son puntos conjugados.

En variedades de curvatura seccional no positiva, no existen puntos conjugados.
En efecto: Sea v : [0,a] — M es una geodésica, supongamos que existe una campo de

Jacobi, no nulo, a lo largo de v de modo que J(0) =0y J(a) = 0. Usando la ecuacién de

Jacobi
8 ! 1 ! / / ! / /
STLT) = () I = (RO I T+ TP 2 (R ) )
esto implica que:
0
Iy >
8t<J’J> >0

Luego (J', J) es una funcién no decreciente.
Por lo que,

(J',J)=0

Teniendo en cuenta que

) —
Ty =20J'0) =0

entonces

| J||? = constante

Y esta constante es nula por J(0) = 0, lo que es una contradiccién.

Finalizamos esta seccién exhibiendo un resultado que relaciona la aplicaciéon exponen-
cial con los puntos conjugados y cuya demostracion puede ser encontrada en libros sobre

geometria riemanniana.

Teorema 2.4.1 Sea 7y : [a,b] — M una geodésica de M con ~v(a) = p y vy(to) = q para
to € (a,b]. Entonces el punto q es conjugado a p a lo largo de ~y si y solamente si toy'(0)

es un punto critico de la aplicacion exponencial exp, : T,M — M
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Capitulo 3

Expansividad del Flujo (Geodésico.

En este capitulo, se da resultados geométricos sobre la expansividad del flujo geodési-
co en relaciéon a una propiedad llamada de asintoticidad que serd explicada en detalle

posteriormente.

3.1. Expansividad

Resulta muy atractivo estudiar propiedades geométricas de una variedad riemanniana
usando la dindmica de su correspondiente flujo geodésico. En variedades de curvatura
seccional no negativa, Anosov [1] demostré que el flujo geodésico es de tipo Anosov, esto

es:
1. Existe una descomposicién en una suma directa
T.(:M)=E ® E*® E,, YveT)M
tal que
d(pr)o(Ey) = E(,Sot(v)v d(pr)o(EY) = E:;t(v), E, = E(@t)t:o-
2. Existen constantes ¢ > 0y A > 0 tales que
I dpe)uC IS X ¢ Il Ve By, VE>0.

| dle—e)on <A [ nll, VYnekE, Vt>0.

v
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Mas atn, Anosov también demostré que en esta situacion, las distribuciones estable e
inestable, E° y E* respectivamente, son integrables, esto es, para cada v € T{ M existen
subvariedades W*(v) y W#(v) de Ty M, llamadas de variedad estable e inestable de v tales
que

T.W?wv)=E;, T,WHtv)=E"

v
Para una excelente exposicién de estos resultados ver Anosov [1]. Una generalizacién de

este tipo de flujos seria flujos geodésicos que seran llamados de expansivos y cuya definicion

damos a seguir.

Definicion 3.1.1 Sea M una variedad riemanniana y M su recubrimiento universal Y
vy su flujo geodésico. Decimos que p; es expansivo si existe una constante € > 0 tal que
para cada v € TM, se tiene la siguiente propiedad: Si para w € TM eziste una aplicacion

continua sobreyectiva p : R — R, con p(0) =0 tal que

d((v), gpy(w)) < e

para cada t € R, entonces existe ty € R de modo que ¢y, (v) = w. Donde d es la distancia

de Hausdorff.

En variedades de curvatura seccional negativa, como es conocido, el flujo geodésico es

Anosov, si el flujo geodésico no fuera expansivo, existirian dos érbitas diferentes tal que
d(pi(v), pr(w)) <e VELER

luego estas orbitas del flujo geodésico estan en la variedad estable e inestable lo que sera
una contradiccién. Por lo tanto en variedades de curvatura negativa el flujo geodésico es

expansivo.

En variedades de curvatura no positiva, si el flujo geodésico es expansivo, entonces en
su recubrimiento universal no existen geodésicas v y « tales que d(y(t),a(t) < cte para
todo t real.

Caso contrario, por el teorema de la faja plana, ver knieper [4], estas geodésicas delimitan

una faja plana, lo que contradice la expansividad del flujo geodésico.
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Si consideramos M como una variedad riemanniana, por lo general su métrica no tiene
propiedades de convexidad como si lo tienen variedades de curvatura negativa, dado que
en este tipo de variedades su recubrimiento universal con la métrica inducida es un espacio
coNnvexo.

Se pretende generalizar este concepto en cierto tipo de variedades para lo cual damos la

siguiente definicion:

Definicion 3.1.2 Un espacio métrico completo (M,d) es llamado de espacio K, C-casi
convexro si para cualesquiera dos constantes positivas K, C' y para cada dos segmentos

geodésicos [a,b] e [c,d] en M satisfacen la siguiente propiedad:
A((ab], [e.d)) < Ksup{d(a,c), d(b,d)} + C

donde d([a,b], [c,d]) es la distancia de Hausdorff entre [a,b] y [c,d].

La métrica d es también llamada de casi-convezxa.

A seguir enunciaremos un resultado que demuestra que variedades sin puntos con-
jugados y con expansividad sobre el flujo geodésico, su recubrimiento universal es un
espacio casi convexo. La demostracion de este importante resultado puede ser encontrado

en Ruggiero [8].

Lema 3.1.1 Sea M una variedad riemanniana compacta, sin puntos conjugados. Si el
flujo geodésico de M es expansivo, entonces el recubrimiento universal M de M, es un

espacio MeEtrico casi-convero.

Un ejemplo de tales variedades son las variedades compactas de curvatura seccional ne-

gativa.

3.2. El Axioma de Asintoticidad

En esta seccion M denotara una variedad riemanniana compacta y M su recubrimiento
universal con la métrica inducida y si p, ¢ son puntos de M luego se denotard por v, , la

geodésica que une p a q.
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Definicion 3.2.1 Sean v, [ dos geodésicas de M. Decimos que estas geodésicas son

asintoticas si existe una constante positiva C' de modo que
d(y(t),p(t) <C Vt>0

Si B(t) es asintdtica a y(t) y B(—t) es asintdtica a y(—t), entonces decimos que las

geodésicas v y B son bi-asintoticas.

Un ejemplo obvio se da en variedades de curvatura nula en donde las geodésicas pa-

ralelas son bi-asintéticas.

A continuacién definimos el axioma de asintoticidad.

Definicion 3.2.2 M satisface el axioma de asintoticidad, si para geodésica p.l.a ~y
con ¥(0) = p y v (0) = v se satisface la siguiente propiedad.

Sean q € M, q, — q una sucesion de puntos de M, (p,,v,) € TM una sucesion de modo
que (Pn,vy) = (p,v) ¥ Y la geodésica con v,(0) = p, y 7,(0) = v,. Entonces para cada
sucesion de numeros reales t, — 00, la sucesion B, de geodésicas que unen g, a v, (t,)

convergen a una geodésica 5 asintotica a vy

Figura 3.1:
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Capitulo 4

La Condicion de Unicidad

En variedades simplemente conexas y de curvatura negativa, dada una geodésica v, la
Unica geodésica asintotica a v es ella misma, esto se debe a que las geodésicas divergen
exponencialmente, ver Anosov [1] para mayor detalle.

A seguir damos una definicién en relacién a la bi-asintoticidad de geodésicas.

Definicion 4.0.1 Sea M una variedad completa, simplemente conexa y sin puntos conju-
gados. Decimos que M satisface la condicion de unicidad si y solo si la unica geodésica

bi-asintotica a una geodésica v, es ella misma.

Como ya habiamos afirmado, los recubrimientos universales de variedades sin puntos con-
jugados y de curvatura negativa satisfacen la condicion de unicidad.

Variedades de curvatura no positiva cuyo flujo geodésico es expansivo, también satisfacen
esta condicion (esto es una consecuencia del teorema de la faja plana)

Por otro lado, una variedad de curvatura nula, no satisface esta condicién, dado que su
recubrimiento universal serd un espacio euclideano en donde para una recta hay infinidad

de rectas paralelas.
A continuacion enunciamos el resultado de esta tesis.

Teorema
Sea M una variedad compacta sin puntos conjugados. Entonces el flujo geodésico es ex-
pansivo si y solamente si el recubrimiento universal M de M satisface la condicion de

unicidad.
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Para la demostracién del resultado principal, es necesario dar algunos resultados pre-

liminares que a continuacién enunciamos y demostramos.

Lema 4.0.1 Si el flujo geodésico ¢, : TYM — T1 M es expansivo, entonces existen nime-
ros positivos r y B, de modo que para cada bola abierta B,(0) de radio r en TyM vy para

cada par de puntos & = (p,v), n = (q,w) de B,.(0) se tiene que
d((¢;m) < B max{d(p, q), || Ppqv —wl, | Pypw —vl|}

Donde d es la distancia de TyM, P, , es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica

que une p a q y Py, es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica que une q a p

Demostracion.

Como M es compacta, luego el fibrado unitario 77 M es compacto porque existe un nimero
positivo r de modo que la bola B,.(6) es una bola geodésica para todo 6 € Ty M

Sean « : [0,1] — M la geodésica minimizante con «(0) = p y a(l) = 1y BPy,(t) el
transporte paralelo de v a lo largo de a.

Es conveniente también poner Py,,v = P, (1)

Sea ahora, P,,(t) el transporte paralelo de w a lo largo de la geodésica minimizante o/(—t)
Denotemos por W = P,,(1), luego es conveniente denotar w = P,w. Note que si P, 4(t)

es el transporte paralelo de w a lo largo de «, entonces se tiene que Fm(l) =w

P p(w)
q ', qu(v)

——
a(t)

Figura 4.1: Transporte paralelo

Consideremos el campo vectorial Z(t) a lo largo de o dado por:

Z(t) = Bpq(t) +1[Ppy(t) = Bp(t)]; ¢ € [0,1]
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entonces vemos que Z(0) = v y que Z(1) = w, note también que

D —
atZ( ) qu(t) - qu(t)

Consideremos ahora () = (a(t), Z(t)), t € [0, 1] una curva diferenciable en TM que une
§=(p,v) an=(gw), estoes, 7(0) =& = (p,v) y 7(1) = n = (¢, w). Entonces

d(&,n) < long(vy \/Ia !2+| Z(t)|2dt

d@MSLhﬂmﬁ+Aﬁ%@—%Nwt

Como P,,(t) v P,y(t) son campos paralelos, luego:

Entonces

d(E.m) < d(p.q) /|&q Poo(1)]

Por lo tanto
d(&,m) < d(p, q) + |w — Pyy(v)]
De forma similar al razonamiento anterior, se tiene que:

d(n,§) < d(q,p) + v — Pyp(w)]

Sumando obtenemos que:

1 1
d(&,n) < d(p,q) + §|U - Pqp(w)‘ + §|w - qu(v)|l

El siguiente resultado relaciona la expansividad del flujo geodésico con la distancia

entre geodésicas.

Lema 4.0.2 Si el flujo geodésico @, : TYM — Ti M es expansivo, entonces para cada
nimero natural n existe un niumero positivo §(n) con lim,_, ;. 6(n) =0 de modo que para

cada par de geodésicas v y 3 en M y para algun t < s se satisface que

entonces se tiene que:



Demostracion.

Consideremos € la constante de expansividad del flujo geodésico ¢;.

La demostracion serd hecha por el absurdo.

En este sentido existen sucesiones ny — 00, tx, Sk, Tx con t < ri < Si, de geodésicas i,

B, de M y un ndmero ¢ de modo que:
Lod(y : k(te), Brltr)) < 7
2. d(y(sk), Br(sk)) <
3. d(ve(re), Be(re)) 2

Sea r dado por el lema anterior y sin pérdida de generalidad podemos suponer que r < e.
Como en el recubrimiento universal M un segmento geodésico de M depende continua-
mente de sus puntos finales, mas aun, de las hipotesis, el segmento geodésico entre dos
puntos es nico.

Y entonces de los items 1, 2 y 3 para cada numero D > 0 suficientemente grande es

posible encontrar geodésica «y de M de modo que:
Lod(ye(ts), aw(tr)) < -

2. d(ve(sk), cn(sk)) < n_lk

3. d((r), cn(re)) = {0,

Y(tk)

Figura 4.2:

Por SupOSiCiéna d(’)/(tk% B(tk» < n_lk’ d(7<sk)7 ﬂ(sk)) < % y d(’y(rk% B(rk)) > 57 y coino

M no tiene puntos conjugados, esto implica que
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{|tk — Sk|, |tk — Tk|, ‘Sk — Tk|} — +00.
Sea ahora My C M un dominio fundamental de M, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que v (rg) € My, (caso contrario por propiedades de M, existe una sucesién de

isometrias g, de M de modo que gi(((r1)) € My).

Teniendo en cuenta que M es compacta, y que ||7,(rx)|| = 1, por el teorema de Bolzano-
Weierstrass y por compacidad de M, existen subsucesiones de (¢ (), v (7)) v de (g (rr), @ (rx)),

que sin pérdida de generalidad, seguirdn siendo denotadas de igual forma, esto es,

(Ve (i), () = (p,v) - (a(ri)), a(ri)) — (g, w)

donde p, g son puntos de My y v, w son vectores tangentes unitarios.

Denotemos por 7, y 7, las geodésicas con condiciones iniciales (p,v) y (g, w) respec-
tivamente.

Entonces del item 3 tomando limite, tenemos que

d(7,(0), 7(0)) = lim (d(y(rs), a(ri)) = n {5, £}

n—oo

Por otro lado, como el flujo geodésico es expansivo, entonces (M, d) es un espacio casi
convezxo (ver Ruggiero[] para mayores detalles) y como |ty — sx| — o0, teniendo encuenta

1 v 2 de arriba, entonces en el limite obtenemos que:

1%
d(%}(t)”)/w(t)) S 5

Se sigue del lema anterior que para D suficientemente grande, finalmente, tenemos que:

d(@t(p,v), @t(qaw)) S e VieR

Lo que es claramente una contradiccon a la expansividad del flujo geodésicom

Finalmente demostramos el resultado principal de esta tesis.
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4.1. Demostracion del resultado principal

En esta seccion demostraremos el resultado principal de este trabajo de tesis, para lo

cual nuevamente enunciamos este resultado.

Teorema
Sea M una variedad compacta sin puntos conjugados. Entonces el flujo geodésico es ex-
pansivo si y solamente si el recubrimiento universal M de M satisface la condicion de

unicidad.

Demostracion.
La necesidad es obvia, una vez que si el flujo geodésico no fuera expansivo, entonces
existirian dos orbitas diferentes cuya distancia seria finita; luego proyectadas estas a la

variedad, se tendria dos geodésicas diferentes biasintéticas.

Para la suficiencia, esto es, supongamos que el flujo geodésico ¢; es expansivo con cons-
tante de expansividad e.
Consideremos dos geodésicas vy f de M las cuales son biasintéticas, esto es, existe una

constante positiva C' de modo que
d((t),8()) <C VteR

Consideremos ahora una variacién por geodésicas en el siguiente sentido:
Para todo nimero real positivo ¢ considere las geodésicas o4(s) y 0_4(s) que unen v(t) a

B(t) y v(—t) a f(—t) respectivamente, esto es,

~

op,0_¢ 1 [0,1] = M

son geodésicas tales que:

0-¢(0) =v(=1), o0(1) = B(-t)
Como se supuso que las geodésicas v y [ son biasintéticas cuya distancia d(y(t), 5(t) < C,

esto implica que las longitudes de los segmentos geodésicos o; y o_; son menores o iguales

que C, esto es,

long(a,) < C v long(o ) < C
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Uniremos los puntos oy(s) y 0_¢(s) por medio de segmentos geodésicos denotados por 7; s
Esto es,

Yes 0 [0,1] = M

es una geodésica de modo que v 5(0) = 04(s) v 1.s(1) = 0-4(s)

Como el flujo geodésico es expansivo, entonces el recubrimiento universal es un espacio
casi convexo, luego satisface el axioma de asintoticidad

Luego es facil ver que existe un nimero positivo 0 de modo que si d(7:,5(0),7.0(0)) <dy

d(y,5(1),70(1)) < 6, entonces podemos concluir que:

d(2,5(p), 10(p)) < €

para todo p € [0, 1]

Por otro lado, teniendo en cuenta que las longitudes de los segmentos geodésicos o; y
o_ son acotadas superiormmente por una constante positiva C', entonces existe un ntime-

ro natural m de modo que para todo n € N existen m + 1 ntimeros en [0, 1]
Sn,0 = 07 Sn,1, Sn,2 Sn3---Spm = 1

de modo que:

d(on(Sn1),0n(sn2)) <9

d(on(sn1), 0n(Sn3)) <9

d(on(Sn1), on(Snm)) <9

Yy que
d(o_n(5n,1), 0—n(sn2)) <0

d(o_n(5n,1), 0-n(8n3)) <0

d(o_n(5n,1), 0—n(Spm)) < 0

En términos de las geodésicas v, s, esto significa que:

d(ﬁ)/nasn,l <p>7 ’Yn,sn,g (p)) S €
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d(rynysnz (p>7 fyn,sn,s (p)) S €

d('}’n,sn,m—1 (p), Vr,5m,m (P)) <e

para cualquier p € [0, 1]

Note que si B,, es la bola geodésica de centro en v(0) y de radio "C + me”, entonces

de la ultima desigualdad se concluye que para todot=1,...m —1

B 0 s, ([0, 1]) # ¢

Tomando n — oo, para una subsucesion si fuera el caso,

Fyn:sn,k —> ryk

esto es, las geodésicas 7, , convergen para un geodésica 7y con k = 1,...m de modo

que
d(ve(t), Y1 (1)) < e

para todo nimero real ¢
Todas estas geodésicas son bi asintéticas, entonces por hipdtesis (expansividad del flujo

geodésico), estas tienen que ser iguales, esto es,

Yo =71 = .- VYm+1

Y teniendo que cuenta que
Yo=7 Y Ym1=0
concluimos que

Y= Om
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Conclusiones

1. Se puede estudiar propiedades geométricas de una variedad riemanniana a través

de propiedades dinamicas del flujo geodésico.

2. Variedades riemannianas sin puntos conjugados que satisfacen la condiciéon de uni-

cidad son espacios métricos casi-convexos.

3. Es posible establecer una relacion entre la distancia del fibrado unitario (con respecto

a la métrica de Sasaki) y la distancia de la variedad riemanniana.

4. La condicién de expansividad del flujo geodésico es reflejada en la no bi-asintoticidad

de geodésicas en el recubrimiento universal.
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